TD 37-38 : Séries, familles sommables

Séries a termes positifs

Exercice 1. Déterminer la nature des séries suivantes :

p y 2L Z\/H —Vn 5 Y n ( 2+3n+2> 100 Y

o =y n>1 n?+3n izt (1= 1)
Inn 1 (Inn)"
2) 5) —5 8 —-— 11)
}12>:1 r; n? ) ng’lnz—lnn ng’z ninn
3) 6) 1+n? ch(n
Lo L3 0 % i ) ¥
=, n(Inn) = ch(2n)
Exercice 2. Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :
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Exercice 3. Soit ¢ : N* — N* une fonction strictement croissante. Montrer que la série Z Kg) diverge.
n

n>1

Exercice 4. Soit Z u, une série a termes strictement positifs. Montrer que si Z u, converge, alors il en va de méme

desserlesZIn 1+uy,), Zun, et Z\/ununﬂ.

1
Exercice 5. Par une comparaison série-intégrale, montrer que la série Z est divergente.
= kn(k)
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Exercice 6 (x). Etudier, selon la valeur de p € N, la nature de la série Z U, avec u,, = + ( j_— )‘+ " .
S0 n+p)!
Séries a termes quelconques
Exercice 7. Déterminer la nature des séries de terme général suivants :
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Exercice 8. Montrer que Z (— est un réel négatif.

n>0 b’ (2n)!
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Exercice 9.

—1)"
1) Montrer que la série Z (=1 converge.

n>1 \/ﬁ
(
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2) Montrer que Tt (1) T

3) Démontrer que (=1" :(—1)”_1+(—1)”+ 0 L .
V4 (—=1)" n n  ny/n note \ny/n
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4) En déduire que la série Z L diverge. Est-ce qu'’il y a une contradiction avec la question 2 ?
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Exercice 10 (Formule de Stirling). Soitn € N*. On pose u, = e etw, = ﬁ.
n" Vn
1) Montrer que pour tout n € N¥,
1 1
Inuy 1 —Inu, = o +0 (ﬁ)

2) En déduire la nature de la série de terme général v, = Inw, | — Inw,.
3) En déduire que
n\”n
M>0  n! NM\/E<—)
e

n
Par les intégrales de Wallis, on déduit ! que M = /27 et on obtient la formule de Stirling : |n! ~ v/2n7 <ﬁ>
e

Familles sommables
Exercice 11. Montrer que (—) = —

n ~+oo
Exercice 12. En utilisant le fait quen+1 = Z 1, calculer la somme Z (n+1)37"

m=0 n=0
Exercice 13. Montrer que :
) 1 /1\" ) 1
1) lafamille =15 est sommable. 3) lafamille | ——= est sommable.
n! \2 (n,m)€EN2 (n+m) (m,n)€(N*)2
1 1
2) lafamille (—2) n’est pas sommable. 4) (ﬁ) n’est pas sommable.
X7/ xeQ[1 oo nEHME ) (m ) (N*)2
Exercice 14. Soit @ € R etn € N. On pose
n—1
1
Up= ) ———
kg’l k*(n—k)*

Pour quelles valeurs de o est-ce que la série Z u, converge ?

1. En notant W, l'intégrale de Wallis, a partir du DM, on a:

W 1 2 220(p1)2\? 1 220(p1)2\
1= lim =227 — gim [ — x 2P ><( (p)) — lim —x( (”)>
p—rtee W), p—teo \ pm 2p+1 (2p)! p—teo \ pT 2p)!

et en réinjectant I'équivalent obtenu en question 3, on trouve M = v/ 27.
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